Seconde/Un peu plus

1. Raisonnement :

Exercice réservé 334

On considére un entier X formé de quatre chiffres:
X = T3ToX1XQ-

Par exemple, 1579 vérifie:
rxz3=1 ; x3=5 ; 1 =7 ; xg=9

1. Parmi les deux phrases suivantes, dites celle qui est
vraie:

® Si x¢ vaut zéro
alors X est divisible par 5

® Si X est divisible par 5
alors xg vaut zéro

2. Parmi les deux phrases suivantes, dites celle qui est
vraie:

® Pour que xq vale 0,
il est nécessaire que X soit divisible par 5.

® Pour que zq vale 0,
il est suffisant que X soit divisible par 5.

On dit alors (rayer la mention inutile):

“X est divisible par 5’

Nécessaire
Suffisante

pour que “x4 vale 0.

est une condition

3. Parmi les deux phrases suivantes, donner celle qui est
vraie:

® Pour que X soit divisible par 5,
il est nécessaire que x( vale 0.

® Pour que X soit divisible par 5,
il est suffisant que z( vale 0.

On dit alors (rayer la mention inutile):

“xo vaut 0’

Nécessaire
Suffisante
pour que “X soit divisible par 5.”

est une condition

4. | Lorsque P est une condition & la fois nécessaire

et a la fois suffisante pour @, on dira que ces

deux propriétés sont équivalentes et on notera:
P = Q

Compléter les pointillés afin d’obtenir I’équivalence suiv-
ante:

“X est divisible par 5’

est équivalent &

Exercice réservé 301

La phrase “Je te colle si, et seulement si, tu parles’ se dé-

compose en deux phrases:
® Je te colle si tu parles

® Je te colle seulement si tu parles

Traduire chacune de ces deux phrases en une phrase
s’écrivant sous la forme “Si ... Alors ...”

(un changement de temps peut étre utile pour la traduction)
Exercice 304

Dans chaque ligne, reconstruire si possible la phrase a ’aide
de:

( Si...alors .. ) ou ( .. si, et seulement si, .. )
Ay. 1 pleut Ay. Je prends mon parapluie

Bj. I milieu de [AB] By. AI = BI

Ci. a>b Cs. a—b2>20

Di;. a<3 Ds. a<5b

Ei. a>b Es. a® > b?

F. a=2 F. a?=4eta>0
G,. AB=AC Go. ABC est isocéle
H. \/£ existe Hy. acRy

Exercice 1868

Pour chacun des couples de propositions suivantes, dites si:
2 A est nécessaire pour B
2 A est suffisant pour B

2 A est équivalent a B

A B
1 |Le triangle ABC est rectangle | AB? = AC? 4+ BC?
2 2r+5=3 r=-—1
= =
3 Al =1IB I milieu de [AB]
4 z>=0 z >3
5 a=5 a? =25

Exercice réservé 1888

P = @ se lit “P implique Q"
Signifie que si on a la propriété P est vraie alors () sera vraie.
Sa réciproque est Q = P

1. Voici quelques propriétés représentants des théorémes
connus. Donner le nom de ces théorémes:

a. AB? + CB? = AC? = ABC est rectangle en A.
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(CB)//(MN) AB AC  BC
2 %5[[;145] = M AN ~ MN
M milieu de [AB]
c.) N e[AC] = N milieu de [AC]
(MN)//(BC)

2. Dire si la réciproque de ces théorémes est vraie

Exercice réserve 1968
1. Placer 4 points A, B, C' et D dans le plan.

2. On considére le point M vérifiant la relation:

2. Cercle trigonométrique :

Exercice 4650

Dans le plan, on considére un cercle ¢ de centre O et [AB]
un diamétre de ce cercle.
Le point C est un point du cercle € distincts de A et de B.

A tout point M du cercle €, distinct de A et de B, on associe
la construction suivante:
® la droite (d) paralléle a la droite (AC) passant par le

3. Suites et nombres de Fibonacci :

Exercice 590

L’hypothése du continue suppose que toute partie de droite
peut étre découpée indéfiniment et que chaque partie & une
longueur non-nulle.

Cette hypotheése va a ’encontre de la conception de la matiére
en tant que masse d’atome, mais est trés utilisé dans les
phénomeénes de mouvement, dans la théorie quantique.

Le calcul infinitésimal est la branche des mathématiques qui
étudient l'infiniment loin et I'infininiment proche.

(paradoze de Zénon d’Elée)

“Il n’y a point de mouvement, car il faut que le mobile
arrive au milieu de son parcours avant d’atteindre la fin”

Ce paradoxe est censé mettre en echec la continuité: c’est a
dire que l'on peut diviser indéfiniment une longueur. Con-
cept a l'opposé du discret (théorie atomiste)

Exercice 1872

Considérons un point X se déplacant de A vers B en
décrivant I'intégralité du segment.

On décompose le parcours du point de la maniére suivante:

® On dira que ce point arrivera & la premiére étape,
lorsqu’il aura parcouru la moitié de [AB]: on notera
X1 ce point.

® Il sera a la seconde étape lorsqu’il aura parcouru la
moitié du chemim restant, c’est & dire la moitié de
[X1B]: ce point sera noté Xo.

b.) Placer le point M.
3. Soit N le point du plan vérifiant la relation:

— — — —
AN =5-AC+2-CB-3-AD
—
a.) Exprimer le vecteur AN en fonction uniquement des

— =
vecteurs AB et CD.

b.) Placer le point N dans le plan.

point M ; elle intercepte une seconde fois le cercle % en
D.

® la droite (d') paralléle a la droite (BC') passant par le
point M ; elle intercepte une seconde fois le cercle % en
E.

® on note G le centre de gravité du triangle M DE.

Préciser le lieu géométrique du point G lorsque le point M
se déplace sur le cercle €.

® La troisiéme étape sera la moitié de [X2B]: la moitié de
la distance restante....

® Et ainsi de suite.

On considére Xy comme étant le point A de départ.

1. Placer sur la droite ci-dessous les points X1, X9, X3 et
X4.

A B

2. On supposera désormais que la distance AB mesure 1
meétre.

a.) Donner la distance XoX;, X1Xo, XoX3 et
X3Xy4.

b.) Par extrapolation, donner les mesures de XyXs5,
X5X6, X6X7 et X7X8.

c.) Pour n € N, faites une conjecture quant a la distance
X 1Xn.

3. On se propose d’étudier la somme infini de termes:

11 1 1
S=-+-+-+—+

2 4 8 16
Pour cela, pour n€N, on considére la somme a n ter-
mes:
S :1_~_1+1+...+i
"2 4 8 2n

a.) Ecrire, sans calculer, les sommes S3, Sy et Ss.

1 1
b.) Etablir la formule: S,,+1= §+§-Sn

c.) Donner une raison pour laquelle les nombres S, se
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rapprochent de la valeur 1 lorque le nombre d’étape
devient trés grande.

On dira que S,, admet une limite lorsque n tend vers
+o00.

d.) En notant S la valeur limite de S,, lorsque n tend vers
+00: on notera lim S, =S5. Par passage a la limite

n——+00
de la formule (2.), on obtient 1’égalité:
1 1
S=—-+--5.
2 + 2

Retrouver la valeur de S.

On vient de mettre en évidence une des propriétés de
I’hypothése du continu:

Tout segment peut étre découpé en une infinité de segments
tous de longueurs non-nulle.

Exercice 1873

Définition du petit Robert de la dichotomie: Division, sub-
division binaire (entre deux éléments qu’on sépare nette-
ment et qu’on oppose)

En admettant la thése de la continuité, tout objet est divis-
able a Dinfini. On sait que /2€[1;2] car:

12 < (\/5)2 <22
Deux nombres et leurs carrés étant rangés dans le méme
ordre.

1< V2 <2

Mise en place de I'algorithme:
® A l'étape 0 (I’étape initiale), on sait que \/5 est contenu
dans l'intervalle [1 ;2]

® Pour passer a ’étape suivante, on considére le milieu
de cet intervalle 1,5. Puis on compare 1,5 et /2 afin
de savoir si v/2 est contenu dans I'intervalle [1;1,5] ou
l'intervalle [1,5;2].

® On obtient ainsi un nouvelle intervalle correspondant &
I’étape 1

On réitére ce procédé une infinité de fois. On notera [ay, ; by,]
I’intervalle correspondant a 1’étape n et u, sa longueur.

1. (a.) Donner la valeur de ug, u; et us.

b.) Placer les points ag, by, a1, ba, az et by sur la droite
graduée ci-dessous.

2. (a.) Donner la valeur de u,, en fonction de n.

b.) Donner un encadrement de b,,—a,, pour n=10.
En déduire la précision de I’approximation de ﬁ par
U10
3. Que devient la valeur de u,, lorsque n croit vers +oo (on

dit que n tends vers linfini). C’est a dire quel est la

valeur de lim wu,,.
n+—-+o0o

Exercice 1874

4. Résolution de problémes :

Achille et la tortue (paradoze de Zénon d’Elée)

Si la tortue a de 'avance sur Achille, celui-ci ne pourra ja-
mais la rattraper, quel que soit sa vitesse; car qu’Achille
court pour atteindre le point d’ou est partie la tortue, celle-
ci avance de telle sorte qu’Achille ne pourra jamais annuler
cette avance

On suppose que la tortue a pris un métre d’avance, qu’Achille
court a la vitesse de 2", et la tortue a une vitesse de 1"%;.

On note ty 'instant de départ, Ag la position initiale d’Achille
et Ty celle de la tortue.

t1 est I'instant ot Achille atteint la position précédente de
la Tortue. Notons A; cette position, la tortue continuant a
avancer se trouve en 7.

Et ainsi de suite.

En se basant sur le fait qu’on puisse découper en autant
de bout le parcours d’Achille et de la tortue (hypothése de la
continuité), on croit qu’Achille ne rattrapera jamais la tortue
puisque il lui restera toujours une part du chemin & parcourir.
Autre embétement, tous ses petits segments mis bout a bout
on quelle mesure? Autrement dit, Achille rattrapera la tortue
a linfini?

1. Placer sur la derniére droite graduée le point Ay et Ts.

t =1%o >

Ay Ty
Ay T

t=1

v

\ 4

t =12
2. Donner les valeurs de To—Ag, T1—A1, To—As.

3. On accepte le fait que, & tout rand détude, on a:

1\"
un:Tn—An:(§) .

Nous allons calculer a quel distance du point d’Achille,
les participants vont se rejoindre. On note:
Up = Ug + UL + U2 + -+ Uy

1
a.) Développer: (1—§)><Sn

1 n+1
-(3)
_ N2/

b.) En déduire: S, =

1
1—=
2
c.) Donner la limite de S, lorsque n tend vers l'infini

qu’on note:

—+oo
lim wy+u; +---+u, ou lim E Uy,
n——+4oo n——+oo P

Remarque:
® Les paradoxes de Zénon ont été rapporté par Aristote
dans son livre sur la physique (Livre VI)

¢ On aurait aussi ptit considérer les deux fonctions qui au
temps associe la position d’Achille et de la tortue sur la
droite et déterminer le point d’intersection.

Exercice 1875

La discontinuité (paradoxe de Zénon d’Elée)
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Exercice 6030

On considére un carré ABCD et un point M appartenant au
segment [AB]. On constuire a Pintérieur du carré:

® un carré ayant le segment [AM] pour coté;

® un triangle isocéle admettant le segment [M B] pour base
principale.

On considére le domaine D du plan formé de ces deux figures.

Voici trois représentations de cette situation:

D C D C D C

A M B A M B A I B

Déterminer la position du point M pour 'aire du domaine
D soit la moitié de celle du carré ABCD.

Exercice 6031

La ville “Promenade”’
souhaite emmenager un
terrain de forme carré d
traversé par une riviére .
traversant latéralement 33
le terrain.

La figure ci-dessous
représente le terrain et
la riviére est la partie
hachurée :

7Tm

0

\,SQJ
& 120m

A quelle distance d doit-on placer le pont pour que la distance
parcourue par un visiteur soit minimale?

Exercice 6032

On considére une équerre dont les deux sommets de son hy-
poténuse sont situés respectivement sur I’axe des abscisses et
sur ’axe des ordonnées.

255. Exercices non-classés :

Exercice 182

1. On considére le tableau ci-dessous:

n 0|1 2|3 4|56 |7 8|9 ]10]11

F.,l0] 1] 12|35 |8 |13,21|34|55]89

Montrer que, pour tout entier n naturel supérieur a 2,
les nombres F,, vérifient la relation suivante:

Fn: n—1+Fn—2

Les nombres (F,,) s’appellent les “nombres de Fibonacci’;
toute suite de nombres présentant une telle relation sera dite
de “Suites de Fibonacci”.

Plus précisément, la suite étudiée précédemment est défini
par les conditions initiales:

Lorsque I'équerre glisse dans ces conditions, quel est le lieu
géométrique du sommet de 'angle droit?

Exercice 6033

. Am yll
Dans la figure ci-contre, est M

représenté le demi-cercle € de di-
ameétre [AB], les axes (Az) et (By)
sont perpendiculaires a la droite
(AB).

M est un point quelconque de la &
demi-droite [Ax).

N est le point d’intersection, autre
que B, du demi-cercle ¥ et de la 4 dem B
droite (M B).
P est le point d’intersection de la droite (AN) et de laxe
(By).
Que peut-on dire de la fonction f définie par:

f: AM — BP

Exercice 6034

Deux boules se trouvent au fond
du boite cubique d’aréte 15 cm. La
grande boule a un rayon 3 fois
supérieur a la petite boule.

La coupe transversale donnée ci-
contre montre qu’elle sont “par-
faitement emboitées” au fond de
cette boite.

Déterminer le rayon de chacune de
ces boules.

FO =0 ; F1 =1
Il est clair que:  lim F,,=+4o0.
n—-+oo

Nous allons étudier maintenant le rapport de deux termes
consécutifs; c’est & dire que nous allons étudier la valeur du
Fn+1

quotient quand n devient de plus en grand (¢’est a dire
n
lorsque n tend vers +00).

2. (a.) Pour n=2, établir I’égalité suivante:

Fn+1 -9
F,
b.) Compléter le tableau suivant avec une précision & 107>
pres:
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
Fn+1
Fy

3. Faire une conjecture quant a la limite de la suite (F,)
1+v/5
5

Nous allons maintenant montrer que toutes suites de Fi-
bonacci a le rapport de ses termes consécutifs qui tend vers
le nombre d’or:

et le nombre d’or

F
4. En notant R,, la valeur du rapport "H, montrer que:
n
1
R,=1+
n—1

5. En admettant, que la suite (R,,) admet une limite finie
r lorsque n tend vers +oo, en déduire que r vérifie la

relation:
rP=r+1

sont deux nombres vérifi-

+\/5 et 1_\/5
2

1
6. Vérifier que 5

ant cette équation.

7. En admettant le fait qu’un polynome du second degré ne
peut s’annuler qu’en au plus deux valeurs, dites pourquoi

F,
la suite des rapports (;—H) tend nécessairement vers
n

1+/5
2

Exercice 180

Fibonacci est un mathématicien italien du 13iéme siécle. 11
est notamment connu pour avoir défini une suite de nom-
bres (appelée suite de Fibonacci) ayant un implication forte
dans certains phénomeénes de modélisation: modéle mathé-
matique, étude de la prolifération de bactérie.

Nous allons étudier le déplacement d’une grenouille pour
mettre en place cette suite de nombres.

On considére une riviére ot une grenouille veut se déplacer
de nénuphars en nénuphars; elle peut:

® soit passer d’un nénuphar & un suivant ;

® soit sauter par dessus un nénuphar pour atteindre di-
rectement le suivant.

Lorsque 6 nénuphars sont alignés, voici les huits trajets possi-

bles que la grenouille peut emprunter pour passer du premier
nénuphar au dernier.

ieme ® - ——x———
nénuphar

ieme & -—-—-4-———-
nénuphar

4iémc o -—-—-4-——-
nénuphar

3iéme o -—-—-4-——-
nénuphar

2nd o -—-—-4-——-
nénuphar

1er o - ——
nénuphar

1°" chemin
27 chemin
3eme chemin
5¢Me chemin
6'°™¢ chemin

1. (a.) Donner le nombre de chemins différents que peut
prendre la grenouille lorsque son chemin est constitué
de:

2 nénuphars ; 3 nénuphars
4 nénuphars ; 5 nénuphars
Dans chaque cas, faire un dessin représentant tous les
chemins possibles.
b.) Dans le cas ou le chemin est constitué de 6 nénuphars,

le schéma préédent indique que 8 trajets distincts sont
possibles. Comment peut-on retrouver le nombre 8
avec les résultats de la question (a.).

Justifier votre raisonnement.

c.) En déduire le nombre de trajets possibles lorsque le
chemin est composé de 10 nénuphars.

2. On note F,, le nombre de trajets possibles lorsque le
chemin est composé de n nénuphars. Donner une rela-
tion entre F),, F,_1 et F},_o.

Cette suite de nombre s’appelle la suite des nombres de Fi-
bonacci.

Exercice réservé 409

On considére trois fonctions:
fix—3zx—-1 ; g:x—2>
h:x——2r—1
Chacune de ses fonctions sont des fonctions de référence.
1. On considére la fonction composée f par g puis par h.

C’est a dire que I'image de 2 se calcule par cette fonction
composée de la maniére suivante:

g 59 o5 M 49

a.) Calculer I'image par cette fonction des nombres —1, 0
et 1.

b.) Calculer les antécédents de 127.
c.) Donner une écriture algébrique de cette fonction com-
posée.

2. Nous allons faire le travail inverse. Voici de nouvelles
fonctions, décomposez-les en fonctions de références.

a.) k(zr) =322 +1 b. {(z) = 3ml+ .
c.) m(z) =+/1— a2 d.) n(z) = 3

(Vi +5)°

Exercice 591

Sur le cercle trigonométrique, on repére le point M et M’ rel-
ativement a partir des IOM et IOM’ qu’ils forment & partir
de l'axe des abscisses.

1. Comparer: cosa et cos(—a).

2. Comparer: sina et sin(—o).
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Exercice 595

Le plan est muni d’un repére orthonomal (O ;1 ;.J).

On appelle cercle trigonométrique, le cercle de centre O
Iorigine du repére et de rayon 1.

@Ecaractériser tout point M du cercle, on mesure ’angle
MOI. C’est le début des repéres polaires ol chaque point
sera caratérisé de maniére unique relativement & leur distance
a Dorigine du repére et I'angle cité précédemment.

Un angle aura une valeur positive si on parcourt l'arc M
dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre. Et I'angle
sera négatif, si on parcourt ce méme arc dans le sens des
aiguilles d’une montre.

‘\+
oY

\300 1

dh

Tout point du cercle peut étre repéré par un angle. Mais, on
peut facilement associer deux angles a un seul point:

De méme, on pourra parler également d’angle faisant plus
d’un tour. Mais, la géomfrie plane nétudiant pas des figures
dynamiques mais plutot des configurations fixes du plan, par-
ler d’un angle de 390° et de 30° revient au méme

1. Que peut-on dire des points caractérisés par les angles:
30° ; —=330° ; 390°
2. Donner 5 angles caractérisitiques

Exercice 596

On considére le plan muni du repére orthonormé (O 315 J )
Soit € le cercle de centre O et de rayon 1: ce cercle s’appelle
le cercle trigonométrique. On considére la droite (A) passant
par le point I et perpendiculaire & I'axe des abscisses.

On considére le point M du plan appartenant au cercle €,

I’angle M OI mesure o degré.

1. Donner une relation faisant intervenir la longueur x et
la mesure de I'angle a.

2. Faites de méme avec la longueur y et I’angle .

3. (a.) En étudiant le rapport oI donner une relation

dans le cercle trigonométrique entre la longueur z et
I’angle .

b.) Comment s’appelle la droite (A) relativement au cer-

cle ®
(A)
Ze-————m === E N
9 RN I.M
I
I
I
I
o |
. ]
O by I

Exercice 597

Sur le cercle trigonométrique, le point M est repéré a partir
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de 'angle « et le point M’ est repéré a laide de 'angle a+90.

(A)
e N
@ o B
I
M !
Stk 1Y !
I I
I S I
I na I
| s |
| ¢ 0
T

1. Donner en fonction de «, la mesure de ’angle 2/ M'O.

2. Trouver des relations entre les valeurs de cos «, cos(a+
90), sin « et sin(a+90).

Exercice 599

Sur le cercle trigonométrique, le point M est repéré a partir
de 'angle « et le point M’ est repéré a 'aide de I’angle a+90.

(A)
e N
g ) N
1
M’ !
St 1y !
I I
| S |
I f I
| Varamm
. . o
Ji

1. Donner en fonction de «, la mesure de 'angle 2/ M'O.

2. Trouver des relations entre les valeurs de:
cosa ; cos(a+90) ; sina ; sin(a+90)

Exercice 601

On considére le plan muni du repére orthonormé (O 3Ly )
Soit € le cercle de centre O et de rayon 1: ce cercle s’appelle
le cercle trigonométrique. On considére la droite (A) passant
par le point I et perpendiculaire & I’axe des abscisses.

On considére le point M du plan appartenant au cercle %,

I’angle MOI mesure a degré.

1. Donner une relation faisant intervenir la longueur x et
la mesure de l'angle a.

2. Faites de méme avec la longueur y et a.

NI
3. (a.) En étudiant le rapport o5 donner une relation

dans le cercle trigonométrique entre la longueur z et

I’angle a.
b.) Comment s’appelle la droite (A) relativement au cer-
cle ¥
(A)
Zpmmmmmmmmm e E N
71 .'M
I
|
|
|
|
&
. 1
0] x 1
Exercice 2728

Répondre par vrai ou faux aux questions suivantes:

a. Siz<2alorsx <3 b. Six < 3alors z <2

c. Siz<3alorsxz <3 d. Siz<3alorsx <3

e. Siz=2alors2x+3=7 f. Si2z+3="7alorsxz =2
h

g. Si2zx—>5alors x < 3 . Six<3alors 2z —5 <2

Exercice 6397

acm

Cette figure est composée
d’un carré dans lequel est
inscrit quatre cercles tan-
gents entre eux et tangents
aux cotés du carré.

Exprimer en fonction de a le
rayon de chacun de ces cer-
cles.

Exercice 6398

Voici la représentation d’un sangaku:

A J I H B

Il est composé de deux demi-disques et d’un disque tous tan-
gents entre eux.
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Détermine les mesures I H et OH en fonction de la longueur | JI.
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